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ABSTRACT

This work presents a synthesis of different views about the notion of representation in the
fields of epistemology, cognitive sciences and mathematics education. These views are
analysed and confronted with the purpose of elaborating a theoretical proposal on the topic
that seeks to keep in mind the epistemological, cognitive and instructiona aspects involved
in the teaching and learning of mathematical processes. It is structured in two parts. In the
first part, the following issues are discussed: 1) The controversy concerning
representationalism versus non-representationalism, 2) The concept of intersubjectivity as
the basis for non-representationalist positions, and 3) The representationalist view in
cognitive psychology.

In the second part we carry out a non exhaustive survey of different views formulated from
the point of view of mathematics education. We begin with those that have been proposed
by researchers in the area of Advanced Mathematical Thinking: concept definition and
concept image (Dubinsky; Sfard and Tall). We go on to review more general points of
view (Dorfler; Duval; Kaput; Brown) and anthropological theory and semiotic functions.
The work concludes with some reflections.

1. REPRESENTACIONALISMO VERSUS NO-REPRESENTACIONALISMO

La problematica de la representacion se puede plantear a diferentes niveles. Por gemplo,
podemos intentar explicar como las teorias cientificas sirven para representar parcelas de la
experiencia humana y, mas en concreto, €l papel que juegan las mateméticas para posibilitar esta
representacion. Ahora bien, en la didactica de las matematicas, no se suelen redizar
investigaciones de este tipo, Sin0 que mayoritariamente encontramos investigaciones que
estudian las representaciones mentales de los aumnos sobre determinados conceptos
matematicos. Estos estudios se plantean la problematica de un sujeto que se representa un objeto
matematico y no suelen explicitar e punto de vista epistemoldgico desde el que se desarrolla la
investigacion, que mayoritariamente es un punto de vista realista-representacionalista. Por este
motivo empezaremos comentando la controversia representacionalismo versus no-
representacionalismo.

Los conceptos matematicos se representan en los libros, pizarras, etc. por sistemas mateméticos
de signos. Estos signos con soporte materia forman parte del mundo real; por tanto, la



representacion mental de estos signos matematicos se puede considerar como un caso particular
de la representacion mental de los objetos del mundo real. Con relacion a la representacion
mental del mundo real, existen basicamente dos alternativas: la “representaciona” y la “no-
representacional”. El representacionalismo parte de los siguientes supuestos: 1) Existe un
mundo exterior predefinido 2) Nuestra cognicion aprehende este mundo, aungque sea en forma
parcia; y 3) La manera de conocer este mundo predefinido es representarnos os rasgos més
caracteristicos y después actuar sobre la base de dichas representaciones. Estos supuestos
epistemologicos del representacionalismo parten de las dualidades  interno/externo y
realidad/mente, ya que consideran dos mundos diferentes: el mundo real de los objetos exteriores
al sujeto y el mundo mental del sujeto. Dicho de otra manera: presupone que |as personas tienen
una mente en la que se producen procesos mentales, y que los objetos externos a las personas
generan representaciones mentales internas. Por representacionalismo entenderemos toda
concepcion de los contenidos inmanentes' que los cree, en principio, compatibles con la
posibilidad de ser, @ menos en ciertos casos, |0s representantes mentales homeomorficos de las
cosas trascendentes.

El término “no-representacional” puede tener significados muy diferentes. Aqui lo utilizaremos
en sentido amplio, ya que con é nos referiremos a todos |os puntos de vista que cuestionan €l
representacionalimo. Este cuestionamiento puede ir desde: 1) La negacion de todo ser
trascendente respecto de los contenidos inmanentes de la conciencia, 2) O bien, atenuadamente,
el agnosticismo tedrico sobre esta trascendencia, 3) O mas atenuadamente aln, €l agnosticismo
sobre la posibilidad que los contenidos inmanentes de la conciencia sean homeomodrficos a
objetos trascendentes, sin poner en duda la existencia del mundo trascendente.

El representacionaismo se suele relacionar con la metdfora del espgo, y d no-
representacionalismo con la de la construccién. En la metéfora del espejo se supone que existe
una serie de objetos del mundo real que se reflgian en la mente de las personas, mientras que la
metafora de la construccion considera que las personas construimos y modelamos nuestro
mundo de experiencias conjuntamente con las otras personas. En la metéfora del espegjo, las
categorias del mundo real se reflgjan en la mente, mientras que en la met&fora de la construccién
se considera que nuestro mundo de experiencias no esta categorizado de antemano por “la
realidad” sino que se categoriza de una forma u otra a medida que las personas hablan, escriben
y discuten sobre €.

La representacion no puede estudiarse separadamente de la significacion. Esta Ultima se suele
considerar como una relacion ternaria, analizable en tres relaciones binarias, dos directas y una
indirecta. El tridngulo de Ogden y Richards (1923) ilustra estas relaciones (figural) Figura 1
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Figura 2 En este tridngulo se considera que €l objeto @(A) es e “referente” (significatum), la
palabra escrita (acustica) reloj (B) el “significante” (signo o simbolo) y e concepto de reloj (C)
el “significado” (referencia). La relacion entre By A es indirecta por medio del concepto. Si
consideramos que existe un concepto matematico A en algin mundo platénico, e concepto A
seria el referente, B e significante mateméticoy C el concepto matematico individual del sujeto.
De momento, tomaremos como referente una clase general de objetos que se pueden considerar
exteriores a sujeto y pertenecientes a mundo de las cosas reales, como por gemplo la clase de
los relojes. De esta manera esgquivaremos, de momento, e problema de la existencia de los
conceptos matematicos. Este andlisis ternario del proceso de significacion plantea muchas
cuestiones que pueden generar considerables desacuerdos. Por gemplo: ¢Qué se entiende por
significado del concepto C? ¢Se ha de definir € significante B como una entidad fisica o mental ?
¢, Cud ese estatus psicologico u ontolégico del concepto C? ¢El referente A, es un referente
particular, es una clase de objetos, 0 mas bien es un representante prototipico de esta clase? ¢El
objeto A genera unaimagen mental A"? ¢Si la genera, qué diferencia hay entre el objeto Ay su
imagen mental A"? ¢Qué relacion hay entre el concepto C y laimagen mental A™? etc.

La opcion epistemoldgica “representacionalista’, presupone que las personas tienen una mente
en la que se producen procesos mentales y que los objetos externos a las personas generan
representaciones mentales internas. La opcion representacionalista presupone que tanto €l
referente como € significante tienen un equivalente en la mente del sujeto que los utiliza. A
partir de este postulado € triangulo de Ogden y Richards se transforma en e pentagono de la
figura 2. En este pentagono B, A"y C se consideran, en un sentido amplio, representaciones
mentales, B se considera una representacion externa de A, mientras que A se considera un objeto
exterior a sujeto. Desde este punto de vista, la mente se considera como un espejo en € que se
reflejan los objetos del mundo exterior, existiendo una relacion de tipo especular entre €l objeto
exterior (By A) y su representacion mental ( By A"). Para Saussure la linea discontinua que
une B"y A" en lafigura 2 es una relacion indirecta que depende de la combinacion de B'y C en
lamente del sujeto: "El signo linglistico no une una cosa y un nombre, sino un concepto y una
imagen acustica (...) Llamamos signo a la combinacién del concepto y de la imagen acustica”
(Saussure, 1916, pags 110-111 de la edicion usada). En la terminologia de Saussure, €l par B/C
esel signo, B' & significantey C el significado.

Conviene clarificar los diferentes sentidos que implicitamente estamos dando, de momento, a
término representacion. Por una parte, estamos considerando |a representacion como un objeto,
mental (B° A", C) o real (B); y, por otra parte, la estamos considerando como un proceso de
exposicion de un cierto objeto con la ayuda de otro objeto, es decir, como una relacion entre
dos objetos. Esta relacion puede darse entre objetos del mismo mundo -por gjemplo cuando
consideramos que B representa A (objetos del mundo exterior) o que B™ representa A” (objetos
mentales) - o entre mundos diferentes, cuando consideramos que A’(objeto mental) representa
A (objeto exterior). Estas dos maneras de entender €l proceso de representacion tienen una carga
ontologica muy diferente. La relacion entre objetos del mismo mundo (relacion horizontal) es
una manera débil y bastante admitida de considerar la representacion, ya que se refiere a todo
aquello que se puede interpretar a proposito de otra cosa. Este es el concepto de representacion
como “interpretacion”, pues nada es a propésito de otra cosa i no la interpreta en cierta manera.
La relacion entre objetos de mundos diferentes (relacion vertical) es una manera mucho mas
fuerte de entender la representacion, ya que presupone una redidad exterior y su
correspondiente imagen mental, asi como una determinada manera de entender la percepcion, €



lengugje y la cognicion. La version débil de representacion (relacion entre objetos del mismo
mundo) es aceptada tanto por los representacionalistas como por |os no-representacionalistas.
Con relacion a la version fuerte (relacion homeomorfica entre objetos de mundos diferentes) el
no-representacionalismo  se muestra, como minimo, agnéstico, mientras que para € realismo
representacional es la hipotesis basica.

2 INTERSUBJETIVIDAD

La version "fuerte" de representacion -relacion homeomorfica entre objetos de mundos
diferentes- es problemética y tiene como trasfondo una reflexion filosdfica centrada en la
relacion sujeto-objeto. La superacion de la reflexion focalizada en la relacion sujeto-objeto se ha
conseguido en la filosofia actual por medio de la "intersubjetividad" cuya irrupcion progresiva en
|a filosofia actual se ha producido a partir de les Ultimas obras de Husser| (1954), e segundo?
Wittgenstein (1953), la fenomenologia social (Schutz 1932), la sociologia del conocimiento
(Berger y Luckmann 1966), la teoria de la accion comunicativa de Habermas (1981), los
paradigmas de Kuhn (1962) etc. Podemos decir que la intersubjetividad, tanto para la
fenomenologia como para la hermenéutica, que tienen sus origenes en Husserl y Heidegger,
como para la filosofia linglistica y la teoria de la ciencia, que tiene sus origenes en € segundo
Wittgenstein, es una nocion clave. Pero también lo es para la didéctica y la filosofia de la
préctica, que tiene sus origenes en e marxismo.

Los puntos de vista filosoficos que tienen como trasfondo el concepto de intersubjetividad
entienden las mateméticas como una produccion realizada socialmente y no necesitan postular
ningin mundo trascendente para explicar la existencia de los objetos mateméticos, ya que
puede explicar la construccién de los objetos matematicos a partir del mundo de la viday a
partir de la intersubjetividad. Entre los enfoques que ofrecen una vision socia de las matematicas
destaca e "constructivismo socia”. Ernest (1998) explica la actividad matematica a partir del
constructivismo socia. Este punto de vista filoséfico aplicado a las mateméticas se basa en: 1)
Lalogica del descubrimiento matemético propuesta por Lakatos (1976) basada en la prueba y la
refutacion. Aungque no queda suficientemente explicito en las "Pruebas y Refutaciones' de
Lakatos (1976) que este autor considere que las mateméticas proceden por negociacion, o que la
heuristica sea la esencia de las mateméticas en lugar de los resultados, € constructivismo social
asi lo ha considerado y ha interpretado que Lakatos propone una vision de las mateméticas
basada en la negociacion y la aceptacion. 2) Los trabgjos de Wittgenstein (1953 y 1978). Su
critica a andlisis referencial del significado permitié reconocer las bases subjetivas y sociales de
la certeza que se obtiene a seguir una regla matematica o légica, porque la certeza y la necesidad
de las mateméticas derivan de la aceptacion de unas "reglas de juego” gque se encuentran en una
"forma de vida' socidmente preexistente. 3) La interpretacion de la objetividad como
intersubjetividad. El conocimiento objetivo se entiende como un conocimiento social, cultural,
publico y colectivo y no como un conocimiento personal, privado o construccion individual ni
tampoco como un conocimiento externo, absoluto o trascendente. Dicho de otra manera, no se
considera que la intervencion constitutiva del sujeto en el acto de conocimiento lleve a verdades
necesarias ni que la objetividad dependa de la adecuacion del conocimiento a un mundo
trascendente.

4) La interpretacion de las matematicas como algo  basicamente conversacional. El
constructivismo social entiende las matematicas como algo basicamente linguistico, textual y



semidtico, pero inmerso en e mundo social de la interaccion humana.

La "intersubjetividad" es el trasfondo filosdfico que permite defender posiciones no-
representacionalistas en relacion con los objetos mateméticos. Los puntos de vista no-
representacionalistas  permiten considerar una solucién al problema de la existencia de los
objetos mateméticos del siguiente tipo: los objetos mateméticos personales de un sujeto serian
construcciones mentales (dominio de lo persona) que pueden ser materializadas en sistemas de
signos (experiencias materiales de las personas que pertenecen a dominio de lo publico) y que,
por medio de laintersubjetividad, se presentan objetivamente en el mundo de la vida.

En este trabajo consideraremos como posiciones no-representacionalistas en sentido amplio a
todas aquellas que postulan un solo mundo de experiencias fenoménicas, aunque o consideren
dividido en diferentes esferas. Desde este punto de vista serian no-representacionalistas, por
giemplo, la propuesta de un unico mundo formulada por Puig (1997) “ Las matematicas estan,
por tanto, en e mismo mundo de fendmenos que organizan: no hay dos mundos sino uno que
crece con cada producto de la actividad matematica. Los fendmenos que organizan los
conceptos matematicos son los fendbmenos de ese mundo que contiene los productos de la
cognicion humana y en particular los productos de la propia actividad matemética.” (Puig
1997, pag. 67). Asi como las propuestas del constructivismo radical “en cambio, los mundos
fisicos y subjetivos se piensan mejor como dominios diferentes de la experiencia” (Kaput 1991,
pag. 59). O la propuesta fenomenoldgica de Viggiani-Bicudo (1998) “Les entidades
matematicas, de acuerdo con el punto de vista fenomenolégico, son objetos ideales. Se
constituyen por medio de la intuicion esencial o eidética. Ahora bien, esta idealidad excede esta
esfera 'y, por medio de la intersubjetividad, se presentan objetivamente en el mundo de la vida, y
asi se presentan a la conciencia” (Viggiani-Bicudo, 1998, pag. 481) En cambio, consideramos
como redlista representaciona la propuesta de Vergnaud (1990): “(..) La solucion
epistemol 6gica es, en principio, bastante simple: la construccion del conocimiento consiste en la
progresiva construccion de representaciones mentales, implicitas o explicitas, que son
isomorficas a la realidad para algunos aspectos y no o son para otros.” Vergnaud (1990, pag.
22).

Desde el punto de vista no-representacionalista, todos |os procesos de representacion actlan
sobre experiencias de las personas, y por representacion se entiende cualquier experiencia,
material o mental, X que representa a otraexperiencia Y, material 0 mental (version débil de la
representacion). Si consideramos esta version débil de la representacion como un proceso (el
verbo representar), se puede considerar una funcién en la que las antiimagenes (el dominio)
pueden ser una experiencia cualquiera de las personas. un objeto material, una palabra, una
gréfica, una formula o un dibujo escritos en un papel, un texto escrito, etc. (esfera de lo publico)
o bien cualquier objeto concreto, palabra, gréfica, formula, dibujo, texto etc. pensado o
imaginado (esfera de lo privado). Iguamente, e recorrido puede estar formado por: una palabra,
una gréfica, una formula o por dibujos escritos en un papel, un texto escrito (esfera de lo
publico) o bien por cualquier objeto concreto, palabra, gréfica, formula, dibujo, texto etc.
pensado o imaginado (esfera de lo privado). Si consideramos la representacién como un objeto
(el resultado del proceso), éste serd una experiencia formada por una expresion gque se presenta
propiamente a la concienciay por un contenido, que en muchos casos esta presente solamente de
manera indirecta. Si la expresién forma parte de la esfera de lo material, hablaremos de
representaciones publicas (0 externas, si por externa entendemos que forma parte de la esfera de



lo publico), mientras que s forma parte de la esfera de lo mental, hablaremos de
representaciones privadas (0 internas, s por interna entendemos no-publica). El punto de vista
que considera la representacion como una relacion entre experiencias de las personas (fisicas o
mentales) o podemos encontrar en la didactica de las matematicas en los trabgjos de Kaput
(1991) y Brown (1996 y 1997).

3 LAS REPRESENTACIONES MENTALESEN LA PSICOLOGIA COGNITIVA

Mientras que € no-representacionalismo pone entre paréntesis la version fuerte de la
representacion (relacion homeomorfica entre objetos de mundos diferentes), la ciencia cognitiva
postula que la mente opera con representaciones mentales, algunas de las cuales son
representaciones homeomarficas de objetos exteriores’. De acuerdo con este punto de vista, las
personas tendriamos un conjunto (probablemente infinito) de representaciones mentales que se
pueden agrupar en tres tipos: 1) Las que la persona considera externas (las representaciones
internas que son €l resultado de la codificacion de estimulos externos), 2) Las propiamente
internas y 3) Las representaciones internas que sSirven para  redlizar representaciones
consideradas externas (representaciones internas que se pueden descodificar produciendo
respuestas en e medio exterior). Los estimulos externos producen las representaciones
ostensivas, que son las que consideramos como  representaciones externas. En estas
representaciones, ademas de los estimulos externos, influye el marco cognitivo de la persona
formado por representaciones propiamente internas. La persona puede combinar
representaciones internas con representaciones activadas por estimulos exteriores produciendo
asi una representacion que se puede descodificar produciendo respuestas en el medio exterior,
las cuales producen estimul os externos.

Si consideramos la clasificacion anterior en un contexto social, tenemos que e primer tipo de
representacion y € tercer tipo son sociamente compartibles. Por eemplo, un profesor,
siguiendo una representacion del  tercer tipo, dibuja en la pizarra una tabla de una funcién y €
alumno genera una representacion del primer tipo. Cuando decimos que estas representaciones
mentales son socialmente compartibles, queremos decir que e profesorado y e aumnado
dialogan sobre ellas como s fuesen exteriores. Muchos autores hacen referencia a las
representaciones del tipo 1y 3 como “significante”, y a conjunto de conexiones que € alumno
puede establecer con otras representaciones del tipo 2 como “significado”.

A partir de estos supuestos epistemnol dgicos, |a psicologia cognitiva ha estudiado cuéles son estas
representaciones mentales y muy especialmente, como se almacenan en la memoria secundaria
(a largo plazo) las representaciones del tipo dos (las propiamente internas). A diferencia del
conductismo que, d menos en su version mas radical, era un programa de investigacion
antimentalista, que se centraba especialmente en el estudio del aprendizaje, mediante teorias
basadas en e andlisis de los estimulos y las respuestas (representaciones del tipo 1y 3), la
psicologia cognitiva, y més concretamente € programa de investigacion que recibe e nombre de
“procesamiento de la informacién’, en la medida en que se ocupa del estudio de las
representaciones mentales, ha generado “teorias de la memoria’ (representaciones del tipo 2).
La tesis basica de la psicologia cognitiva es que la cognicién consiste en la manipulacion de
representaciones (simbolos que se refieren a algo). Las representaciones de tipo 2 (las
propiamente internas) se consideran simbolos con una cierta corporeidad® (palabras pensadas,
evocacion de objetos, imagenes mentales, etc.), que representan algo. La psicologia cognitiva no



dice que s abrimos la cabeza de una persona y le observamos € cerebro encontraremos
pequefios simbolos, sino que postula un nivel simbdlico para la cognicidn, aungue acepta que
estos simbolos son emergentes de la actividad cerebral. Dicho de otra manera, la psicologia
cognitiva supone un nivel neurobiologico (1° nivel) del cual emergen los simbolos (2° nivel), los
cuales, a su vez, representan algo (3° nivel).

Con relacion a los simbolos mentales, los psicdlogos cognitivistas mantienen una larga polémica
gue ha generado una abundante literatura a favor y en contra. En Johnson-Laird (1987), Pylyshyn
(1983) y Anderson (1983) se puede encontrar una exposicion de esta controversia. Hay
psicologos que creen que en lamemoria a largo plazo existen imagenes espaciales, mientras que
otros se sitlan en € extremo contrario y niegan gue tales imagenes mentales se guarden en la
memoria en un formato figurativo diferente del formato proposicional, porgue consideran que la
imagen no esta archivada como tal en la memoria, sino que se produce cuando se recuperay se
codifica en formato gréfico, € formato proposiciona guardado en la memoria. Esta polémica
tiene su raiz en € hecho que laimagen mental es una representacion mental del objeto, mientras
gue las proposiciones son representaciones mentales que nos permiten decir cosas del objeto. El
hecho que la imagen mental nos dé un conocimiento “de...” y que las proposiciones nos den un
conocimiento “que...” ponen de manifiesto que estamos considerando dos tipos de
representaciones distintas, y parece |6gico suponer que se amacenan en la memoria en dos
formatos diferentes (linglistico y figurativo). Los psicélogos cognitivos han estudiado de
manera mas completa la representacion proposicional que las imégenes mentales.

El “procesamiento de la informacion” es un programa de investigacion que se basa en la
aceptacion de la analogia entre el funcionamiento de la mente humanay el funcionamiento de un
computador®, y se ha centrado, fundamentalmente, en el estudio de la memoria. Concretamente,
analiza como se organiza nuestra representacion proposicional en la memoria a largo plazo. Para
realizar este estudio se han propuesto dos representaciones hipotéticas sobre la manera de
organizar en lamemoria nuestro conocimiento proposicional: las redes semanticas y la teoria de
los esquemas. Las redes semanticas son representaciones hipotéticas de nuestras estructuras de
conocimiento que permiten explicar las reglas de uso de los conceptos y las relaciones entre
ellas. Por esto son Utiles para estudiar a mismo tiempo los procedimientos y  sus principios
subyacentes. Los ndédulos y las relaciones son las partes fundamentales de la red, la cua puede
contener muchas afirmaciones, cada una de ellas en la forma nodulo-relacionnddulo.
Actualmente se ha pasado de las redes a unidades de conocimiento mas extensas: |0s esquemeas,
gue han tenido una notable aceptacion y han sido usados en diversas areas de investigacion, pero
el prototipo entre las diversas teorias de los esquemas es |a teoria proposiciona desarrollada por
Norman, Rumelhart y sus colaboradores, la cua permite explicar a mismo tiempo e “saber
qué’ y €l “saber cOmo”.

El marco de referencia psicopedagdgica de la ensefianza no universitaria del estado espafiol es
un conjunto de teorias y explicaciones que, s bien mantienen entre si discrepancias importantes
en NuMerosos puntos, participan de una serie de principios comunes o, a menos, no
contradictorios. Este marco de referencia segin Coll (1989) esta delimitado por lo que podemos
denominar enfoques cognitivos en un sentido amplio: @) La teoria genética de J. Piaget y de sus
colaboradores de la Escuela de Ginebra, b) La teoria de la actividad en las formulaciones de
Vygotsky, Luria, Leontiev, y en sus desarrollos posteriores (Wertsch, Forman, Cazden, etc.), )
La teoria del aprendizaje verbal significativo de D. Ausubel y su prolongacion en la teoria de la



asmilacion de R.E. Mayer, d) La teoria del procesamiento de la informacion (teoria de los
esquemas) i €) Lateoria de la elaboracion de M. A. Merrill y Ch. M. Reigeluth. A partir de estos
enfoques, se ha formulado la propuesta constructivista que inspira la ensefianza no universitaria.
El constructivismo considera la estructura cognitiva del alumno como un conjunto de esquemas,
los cuales son modificados de acuerdo con la teoria de la equilibracion de Piaget. Para los
psicologos constructivistas, un esquema es la representacion que posee una persona en un
momento determinado de su historia sobre una parcela de la realidad (Coll 1983). Pero ¢cuaes
son los elementos que incluyen estos esguemas? Por gemplo, para Miras (1993) son los
siguientes: conceptos, procedimientos, hechos, explicaciones, normas, actitudes y experiencias
personales. Si bien no se dice explicitamente que las imagenes mentales y la evocacion de
experiencias no forman parte de los esquemas, tampoco se hace referencia explicita a ellos como
elementos integrantes del esquema.

Si bien a la mayoria de las personas les parece bastante evidente que para contestar ciertas
preguntas, especialmente aguellas que implican espacio y tiempo, se ha de usar algun tipo de
imagen gue tenemos archivada en la memoria, hay pocos estudios sobre el formato en e que se
guardan las representaciones visuales en la memoria a largo plazo. Hay psicologos que creen en
la existencia en la memoria a largo plazo de iméagenes espaciaes que contienen informacion rica
y densa, dispuesta de manera bi- o tridimensiona y que puede ser inspeccionada por un
mecanismo perceptivo interno que extrae informacién para ofrecerla d “ojo mental”. En
cambio, otros se sitlan en e extremo contrario y niegan que tales imagenes mentales estén
guardadas en la memoria en un formato figurativo diferente del formato proposiciona, porque
consideran que la imagen no est4 archivada en la memoria a largo plazo como tal, sino que se
produce a recuperar, y codificar en formato grafico, e formato proposicional guardado en la
memoria. La polémica no es s existe la capacidad para formar y utilizar imégenes mentales, sino
s hay un formato especifico de tipo figurativo, diferente del formato proposiciona, que sirve
para guardar en la memoria alargo plazo las iméagenes mentales; asi como tampoco se discute la
existencia de iméagenes mentales en la memoria sensorial inmediata. Dicho en otros términos: la
polémica es s existe la “imagen mental cosa” archivada en la memoria a largo plazo como una
fotografia o un dibujo y no s existe la funcion que permite formar imagenes mentales. Otra
manera de formular la polémica seria la siguiente: ¢Conviene ampliar e contenido de los
esquemas archivados en la memoria a largo plazo con un conjunto de imégenes mentales
engarzadas a esquema? O bien ¢Basta considerar que los esquemas de formato proposicional
permiten crear imagenes mentales, y también recordar experiencias en formato espacial y no
sblo descripciones verbales de estas experiencias?

S bien la mayoria de las personas cree que tiene imagenes mentales, es dificil decir con
exactitud qué son. Consideremos €l caso de la imagen mental de triangulo. Podemos distinguir
un primer nivel que es e dibujo de un triangulo en un libro que estamos mirando. Un segundo
nivel es el recuerdo del dibujo del triangulo que hemos visto anteriormente en una pagina de un
libro. En este caso creo que puedo ver e triangulo y estoy seguro, por gemplo, que es
rectdngulo. Un tercer nivel seria considerar la imagen de un tridngulo que no sea € recuerdo
directo de una experiencia anterior, es decir que intentemos imaginar un triangulo en una hoja
en blanco. En este caso la imagen ha de ser la de un tridangulo concreto, por gemplo con base
horizontal. Un cuarto nivel seriala posibilidad de tener laimagen mental de un tridngulo general,
una especie de imagen-plantilla que sirviese para cualquier triangulo, es decir, una especie de
clase de equivalencia de todas las figuras del nivel anterior. Es evidente que & primer nivel, la



percepcion directa de un triangulo no es lo que normamente se entiende por imagen mental,
mientras que & cuarto nivel resulta dificil de diferenciar del concepto de triangulo y de la
capacidad para determinar qué figura es 0 no es un tridngulo. Por lo tanto, los gemplos
paradigmaticos de iméagenes mentales de triangulo son € nivel dosy tres, mientras que € primer
y € cuarto estarian en la frontera de lo que se puede considerar una imagen mental. El primero
porgue, a ser un percepto, se puede considerar como la “cosa en mi” que, a ser inmanente, se
podria llamar imagen, y e cuarto porque resulta dificil de diferenciar del concepto de triangulo.
Por lo tanto, s nos limitamos a los gjemplos paradigméticos (niveles 2 y 3), no podemos hablar
con propiedad de la imagen mental de triangulo sino de un conjunto de imagenes mentales de
tridngulos: recténgulos, escalenos, de base horizontal, equil&teros, etc. relacionadas entre si.

La psicologia cognitiva utiliza bésicamente tres criterios para decidirse por una de las dos
opciones siguientes. 1) La informacion se amacena en la memoria a largo plazo en formato
proposiciona y 2) Existe un codigo de representacion en la memoria a largo plazo de tipo dual,
gue implica representaciones de tipo grafico, juntamente con otras en formato proposicional, en
igualdad de condiciones. El primer criterio es que e constructo tedrico ha de servir para explicar
las entradas y salidas de la facultad cognitiva estudiada, es decir, ha de explicar las conductas de
las personas. Este primer criterio es demasiado tosco para inclinarnos a favor de alguna de las
dos opciones anteriores, porque ambas explican la funcion imaginativa de las personas. El
segundo, exige que los constructos sean coherentes con las capacidades del sistema nervioso del
individuo, pero no es muy Util en este caso porque el sistema nervioso tiene la capacidad de
formar conceptos e iméagenes. El tercer criterio es un refinamiento del primero; consiste en
considerar que si dos constructos explican la misma conducta, pero uno la explica, por gemplo,
con dos procedimientos, y €l otro solamente con uno, podemos esperar que en igualdad de todas
las otras condiciones, los dos procedimientos tarden mas en dar una respuesta. Por o tanto, un
estudio de los tiempos que tardan las personas en responder nos permitira decidirnos por uno de
los dos constructos.  Los estudios experimentales basados en €l tercer criterio no permiten
decidirse claramente por ninguna de las dos alternativas anteriores, por 1o que la discusién sobre
el formato en el que se archiva en la memoria a largo plazo la informacion, continGa abierta entre
los psicologos cognitivos. Por 1o tanto, en principio se pueden formular, como minimo, dos
propuestas de esguema diferentes. La primera corresponde a aguellos que consideran que un
esguema contiene: conceptos, procedimientos, hechos, explicaciones, normas, actitudes y
experiencias personales en formato proposicional y se abstienen de considerar que e esquema
incorpore imagenes mentales o recuerdos en formato visual. La segunda, corresponde a aquellos
gue postulan que los esquemas, ademés de conceptos, procedimientos, hechos, explicaciones,
normas, actitudes y experiencias personales, contienen imagenes mentales y recuerdos en
formato grafico. Podriamos decir que la primera opcidén peca de prudente, y la segunda de
atrevida, a postular la existencia de imagenes mentales en la memoria a largo plazo.

Actualmente el papel que juegan las imégenes visuaes y la capacidad de visudizaciéon en la
comprension de los contenidos matematicos ha sido objeto de estudio por parte de investigadores
procedentes tanto del campo de la psicologia como del campo de la didactica de las mateméticas
(Bishop 1996; Bosch 1994; Castro y Castro 1997; Davis 1993; Dreyfus 1994; Fischbein 1993;

Gorgorio y Jones 1997; Gray y Tal 1994; Guzman 1996; Presmeg 1986 y1999; Tall 1996 y
1998; Zimmermann y Cunningham 1991). Estos estudios se han realizado desde marcos tedricos
diferentes y en algunos casos enfrentados.



4 LAS REPRESENTACIONES EN LA DIDACTICA DE LASMATEMATICAS

Hasta ahora hemos utilizado e término “representacion” con dos sentidos diferentes. Por una
parte hemos considerado la representacion como un objeto y, por otra, como una relacion.
También hemos visto, en la controversia representacionalismo versus no-representacionalismo,
como esta relaciéon se puede entender de diferentes maneras, desde una relacion homeomorfica
entre objetos de dos mundos diferentes (version fuerte) hasta una relacion entre objetos del
mismo mundo (version débil). A continuacion analizaremos diferentes maneras de entender las
representaciones en la didéactica de las matematicas.

Para |a psicologia cognitiva, la cognicion consiste en la manipulacion mental de representaciones
(simbolos que se refieren a “algo”). Los simbolos mentales se consideran con una cierta
corporeidad (palabras pensadas, evocacion de objetos, etc.). Los objetos representados por los
simbolos mentales pueden ser objetos no-ostensivos (conceptos, ideas, etc.) y objetos
ostensivos (con soporte material, intersubjetivos en el sentido que se pueden mostrar a otro). Los
objetos ostensivos que forman parte de las experiencias materiales de las personas, de acuerdo
con e punto de vista redista representacionalista, se consideran perceptos (representaciones
personales de objetos reales exteriores a sujeto). Los no-ostensivos se consideran como objetos
personales del sujeto. En e proceso de instruccién se pretende que estos no-ostensivos
personales se correspondan con unos no-ostensivos objetivos, 1o cua plantea el problema de la
naturaleza de estos no-ostensivos objetivos, ya que s ho tenemos una idea clara de lo que son
los objetos mateméticos, dificilmente podremos evaluar si una persona los ha aprendido. Con
relacion a la naturaleza de estos no-ostensivos objetivos hay bésicamente dos posiciones. 1)
Considerarlos objetos con una existencia independiente de las personas y 2) Considerarlos
objetos institucionales, que son € resultado de una construccién social. En € primer grupo
incluimos tanto e platonismo como el Mundo 3 de Popper (1972), e cual consiste en admitir la
existencia de un conocimiento sin sujeto cognoscente. En e segundo grupo, los no-ostensivos
objetivos son considerados emergentes de |as practicas realizadas en una institucion.

Estas diferentes clases de objetos se pueden dividir en dos mundos. 1) El de las experiencias
posibles de las personas donde se sittan los ostensivos, los simbolos mentales, los objetos no
ostensivos personales y los institucionales que de ellos emergen, y 2) El mundo objetivo
hipotético donde hay que situar los objetos reales y los no-ostensivos objetivos que existen con
independencia de las personas. Cada uno de estos dos mundos se puede dividir en dos esferas. El
mundo de las experiencias del sujeto se puede dividir en |la esfera de lo material y la de lo
mental, mientras que e mundo objetivo se puede dividir en realidad e ideas platénicas
(conocimiento objetivo). Segun cual de estas esferas eliminemos, segun cual enfaticemos y
segun como las combinemos, tendremos opciones epistemoldgicas muy diferentes. Estos dos
mundos y las diferentes esferas se pueden ilustrar con el siguiente esquema:

objetos reales
experiencias materiales de las personas (ostensivos)

simbolos mentales

Bl W N

No-0stensivos personales




no-ostensivos institucionales que emergen a partir de los no-ostensivos personales

objetos platonicos

Figura3

En la mayoria de investigaciones sobre las representaciones en didactica de las matematicas no
se distingue entre los niveles 1 y 2, y se considera que los objetos ostensivos (nivel 2) son las
representaciones externas y también se considera que los niveles 3 y 4 son las representaciones
internas. Las representaciones externas podemos clasificarlas en dos grandes grupos. las
digitales, discretas, de carécter alfanumérico, la sintaxis de las cuales viene descrita por una
serie de reglas de procedimiento, y las representaciones analégicas, continuas, de tipo grafico o
figurativo, la sintaxis de las cuales viene dada por reglas de composicion y convenios de
interpretacion. Segin - cOMo nos posicionemos en la polémica que mantienen los psicologos
cognitivos con relacion al tipo de formato en que son archivadas las representaciones internas en
lamemoria alargo plazo, la clasificacion anterior se puede ampliar a estas Ultimas.

Muchas investigaciones han tenido (y tienen) por objetivo € estudio de estas representaciones
internas porque consideran que la comprension de los alumnos esta relacionada con el
incremento en el nUmero de conexiones entre diferentes tipos de representaciones internas, o
cual se puede conseguir estableciendo conexiones y traducciones entre diferentes tipos de
representaciones externas. Aungue € objetivo de las investigaciones sean las representaciones
mentales de los alumnos, estas no se pueden considerar separadamente de las representaciones
externas, ya que los dos tipos de representaciones se influyen mutuamente en la actividad de
cognicion. Algunas de estas investigaciones solamente hacen un andisis sincronico de las
representaciones mentales de los alumnos; otras més interesantes llegan a estudiar la evolucion
diacronica de las representaciones mentales de |os alumnos como consecuencia de la instruccion.

En & campo de la investigacion en didactica de las matematicas se han realizado muchas
investigaciones para precisar € término “representacion” y para estudiar € papel gue juegan las
diferentes representaciones en el proceso de comprension de los contenidos mateméticos
(Brown 1996 y 1997; Kaput 1987, 1991 y 1992; Janvier 1987; Duval 1995; Romero y Rico
1999). La mayoria estdn de acuerdo en que la naturaleza de las representaciones mateméticas
ostensivas influye en el tipo de comprensién que genera el dumno, y, reciprocamente, € tipo
de comprensién que tiene el alumno determina € tipo de representacion ostensiva que puede
generar o utilizar. La terminologia que normalmente se usa en este tipo de investigacion proviene
de la linglistica, de la fenomenologia y de la semidtica. En la terminologia que ha generado la
lingliistica, las representaciones serian los significantes que estén en lugar de los significados, es
decir, los sistemas matematicos de signos que se utilizan para representar los contenidos
matematicos. En semidtica se utilizan los términos  “expresion” y “contenido” de un signo (o
funcion semidtica). Cuando una persona interpreta o comprende un signo, actla el par
expresion/contenido, 0 sea, la expresion remite a un contenido. La funcién semidtica se puede
considerar una funcién que a una expresion le hace corresponder un contenido.

4.1 Definicion eimagen conceptual

Mientras los psicologos cognitivos discutian cuales eran los elementos contenidos en los
esquemeas archivados en la memoria a largo plazo, dentro del campo del pensamiento matematico



avanzado se formulé una propuesta de esgquema que tiene unas caracteristicas propias. Vinner
(1991) considera que cuando escuchamos o vemos € hombre de un concepto, algo es evocado en
nuestra memoria. Aquello que evocamos no es la definicién del concepto sino aquello que € y
Tall llaman “concept image” (Tall y Vinner 1981). Vinner considera que <<El "concept image"

es algo no-verbal asociado en nuestra mente con € nombre del concepto. Puede ser una
representacion visual del concepto en el caso que e concepto tenga representaciones visuales,

también puede ser una coleccion de impresiones 0 experiencias. Las representaciones visuales,
las figuras mentales, las impresiones y las experiencias asociadas con e nombre del concepto
pueden ser traducidas verbalmente. Pero es importante recordar que las expresiones verbales
no son la primera cosa evocada en nuestra memoria. Aparecen en una fase posterior. Por
giemplo, cuando escuchamos la palabra “mesa’, una figura de una cierta mesa puede
evocarse en nuestra mente....Cuando escuchas la palabra “ funcién”, por otra parte, puedes
evocar la expresion “y = f(x)”, puedes visualizar la gréfica de una funcion, puedes pensar en
funciones especificas talescomoy = x2 0 y = senx, y = Inx, etc.>> (Vinner 1991, pag 68).
Vinner postula la existencia de dos celdas diferentes en nuestra estructura cognitiva. Una celda
es para la definicion del concepto y la otra es para la imagen conceptual. Puede haber alguna
interaccion entre las dos celdas, aunque también se pueden formar de manera independiente.

Vinner considera que a la definicion del libro le corresponde una definiciéon personal, mientras
que los gemplos y simbolos del libro generan sus imagenes mentales respectivas. Estas
imégenes mentales son consideradas |os elementos que forman laimagen conceptual, juntamente
con todas las propiedades y procedimientos que caracterizan e concepto (Tal y Vinner 1981).
Otra caracteristica es que Vinner (1991) considera dos celdas en nuestra memoria, pero no
especifica s se refiere a la memoria a largo plazo. La fata de definicidén sobre este temay la
manera de considerar la relacion entre la definicion del concepto y la imagen conceptua nos
lleva a considerar que Vinner se interesa basicamente por las relaciones entre ellas cuando se
activan para redlizar alguna tarea. Otra caracteristica es €l papel secundario que juega €
contexto. Si bien en la propuesta de imagen conceptual de Vinner se tiene en cuenta la
importancia del contexto, porque considera que segun el contexto se evoca una parte u otra de
la imagen conceptual (Vinner 1991 y Tall y Vinner 1981), este no tiene el papel centra que le
dan otras propuestas.

La propuesta formulada por Vinner y Tall de distinguir entre la imagen conceptua y la
definicion del concepto ha tenido una fuerte resonancia entre los investigadores sobre el
pensamiento matemético avanzado. Durante los afios 80 y 90 se han desarrollado muchas
investigaciones que han intentado estudiar la estructura de la imagen conceptual de los alumnos
(o de los profesores) para diferentes conceptos. Uno de los proyectos que mas ha trabajado en
esta direccién hasido el proyecto “Procesos de pensamiento matemético avanzado” desarrollado
por € Departamento de Didéctica de las Matematicas y de las CCEE de la UAB. Las
investigaciones del grupo de la UAB (Azcérate (1990, 1992, 1995, 1997), Delgado (1998),
Delgado y Azcérate (1996), Moreno y Azcarate (1997) y Romero (1996)) han desarrollado y
enriquecido tanto la manera de entender la imagen conceptua y la definicion del concepto, que
podriamos decir que su propuesta de "concept image' es considerablemente diferente de la
propuesta inicial formulada por Vinner (1991). Las diferencias entre las dos propuestas, a
nuestro entender, son basicamente las siguientes: 1) La investigacion esta centrada sobre €l
"concept image”. El "concept definition”, considerado como un concepto institucional previo, es



un objeto que no es e foco principal de la investigacion, porque aquello que se investiga es la
estructura de la imagen conceptual del alumno. 2) El "concept definition” no se considera como
una celda en la memoria de las personas diferente de la del "concept image”, sno que se
considera como €l concepto institucional. Cuando se considera la reconstruccion persona de una
definicion aceptada por la comunidad matematica, ésta es considerada, de hecho, como una parte
del "concept image" de la persona. 3) La utilizaciéon de la expresion “esquema conceptua” en
lugar de la traduccion literal “imagen conceptual” es una manera implicita de reconocer que su
propuesta, si bien tiene su origen en e "concept image”, no es exactamente o mismo. 4) Una
mayor preocupacion para clarificar cuales son los componentes de |os esquemas conceptuales.
El interés por clarificar la estructura de los esquemas conceptuales y los componentes que
proponen, se aproxima mucho a la propuesta de esguema que hace la psicologia cognitiva.
Ademés, como lo que interesa son los esquemas en accidn, la polémica sobre s existe un
formato especifico de tipo figurativo, diferente del formato proposicional, que sirve para archivar
en la memoria a largo plazo las imégenes mentales, pierde virulencia porque: 1) O bien existe la
“imagen mental cosa’ archivada en la memoria a largo plazo, 2) O bien la informacion en
formato proposicional archivada en la memoria alargo plazo permite generar la imagen mental
como un objeto construido y mantenido brevemente en una amplitud de atencion limitada, que es
percibida como un producto mental que, S se quiere, se puede proyectar, por ggemplo, sobre una
hoja de papel. Es decir, S nos proponemos investigar los esquemas en accion no resulta
problemético considerar que las imégenes mentales son uno de los elementos que forman los
esquemas.  5) Hay una aceptacion implicita de la importancia del contexto como resultado de
sus investigaciones. Esto es asi porque las investigaciones que ha desarrollado este grupo sobre
los esquemas conceptuales de los alumnos determinan sus perfiles, que se pueden considerar
como diferentes niveles de campos semanticos personales; es decir, como diferentes niveles en
la capacidad de utilizar el concepto en diferentes contextos.

La propuesta de esquema conceptual constituye por una parte un intento de desarrollar la nocién
de "concept image" en la direccion que propone la psicologia cognitiva, y por otra parte, es una
propuesta en la que e contexto, a menos implicitamente juega cada vez més un papel mas
importante.

4.2 El punto de vista de Dubinsky, Sfard y Tall

Las representaciones no se pueden considerar desligadas del proceso de abstraccion y, mas en
general, de los procesos cognitivos movilizados por los contenidos matematicos. Desde esta
perspectiva, en el campo del pensamiento matematico avanzado, se han redizado diferentes
investigaciones. Dubinsky (1991 y 1996) ha intentado aplicar, después de una revision, algunas
de las ideas de Piaget ad pensamiento matematico avanzado. La principal dificultad que ha
encontrado en este intento ha sido que la teoria de Piaget tiene su origen en la manipulacion de
objetos fisicos, pero a medida que e nivel matemético aumenta, se hace necesario construir
nuevos objetos, no fisicos sino mentales, y manipularlos para congtruir las ideas matematicas.
Dubinsky (1996) considera que un problema importante en la educacion matemética consiste en
encontrar sustitutos apropiados para los objetos fisicos y cree que los ordenadores se pueden
utilizar para este proposito.



Dubinsky considera que, para explicar las diferencias en las conductas de los estudiantes, es
necesario formular una hipétesis mentalista, ya que considera que para poder explicar y buscar
soluciones a estas diferencias, es necesario desarrollar una teoria sobre los procesos mentales,
que pueda explicar lo que estd ocurriendo en la mente de los estudiantes: “ El conocimiento
matematico de un individuo es su tendencia a responder ante situaciones matematicas
problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto social y construyendo y reconstruyendo
acciones, procesos y objetos matematicos y organizandolos en esquemas con € fin de manejar
las situaciones’ (Dubinsky, 1996, pags. 32-33). La construccién de acciones, procesos y objetos,
lailustra Dubinsky con la siguiente figura (Dubinsky, 1996, pég. 33):

Interiorizacian
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Figura4

Una accién es una transformacion de objetos que el individuo percibe como algo externo. Un
individuo que solamente puede entender una transformacion como una accién solamente puede
realizarla reaccionando a indicaciones externas que le proporcionen detalles precisos sobre los
pasos que tiene que hacer. Por gemplo, un estudiante que no es capaz de interpretar una
situacion como una funcion, a no ser que tenga una formula para obtener valores, esta restringido
a un concepto de accion de una funcion. En este caso, e aumno no puede hacer muchas cosas
con esta funcién, excepto evaluarla en puntos especificos y manipular la férmula. Las funciones
definidas a trozos, las inversas de las funciones, la composicion de funciones, los conjuntos de
funciones, la funcién derivada, etc. son fuente de grandes dificultades para estos alumnos porque
no pueden ir mas all& de una concepcion de accion de una funcion, y todas estas nociones exigen
concepciones de proceso y/o objeto (Breidenbach, Dubinsky, Hawks y Nichols 1992).

Cuando una accion se repite y €l alumno puede reflexionar sobre ella, puede interiorizarse en un
proceso. Es decir, se realiza una construccion interna que e ecuta la misma accion, pero ahora no
necesariamente dirigida por un estimulo externo. Un individuo que tiene una concepcion de
proceso de una transformacién puede reflexionar sobre ella, describirla, y hasta puede llegar a
invertir los pasos. A diferencia de la accidn, €l individuo percibe e proceso como algo interno y
bajo su control, en lugar de ser una respuesta a indicaciones externas. En € caso de las
funciones, una concepcion de proceso permite al alumno pensar la funcién como algo que recibe
una entrada, 0 més, de valores de la variable independiente, que realiza una 0 mas operaciones
sobre las entradas y que da los valores de la variable dependiente como resultado. Por gjemplo,
para entender la funcion f(x) = sen X, €s necesaria una concepcion proceso del concepto de



funcién porgue no tenemos instrucciones explicitas de como podemos obtener una salida para
cada entrada; para hallar imégenes, un aumno ha de pensar en € proceso que asocia a cada
nimero real  su seno. Con una concepcidn proceso del concepto de funcion, e alumno puede
construir una composicion o bien invertir el proceso para obtener funciones inversas.

Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en particular, toma
conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas transformaciones (sean acciones o
procesos) que pueden actuar sobre é y puede construir de hecho estas transformaciones, esta
pensando en este proceso como un objeto. En este caso se dice que € proceso ha sido
encapsulado en un objeto. En e transcurso de la realizacion de una accién o un proceso sobre un
objeto, suele ser necesario desencapsular €l objeto y volver a proceso del cual se obtuvo afin
de usar sus propiedades y manipularlo. Un gemplo de desencapsulacion y encapsulacion de
procesos en objetos es la manipulacion de funciones para halar la suma, producto, etc. En
general la encapsulacion de procesos en objetos es extremadamente dificil.

Sfard (1991) considera que los conceptos mateméticos pueden considerarse de dos maneras
diferentes. estructuralmente (como un objeto) y operacionalmente (como un proceso) Para
Sfard, € paso de la concepcién operacional a la estructural implica tres fases: interiorizacion,
condensacion y cosificacion. Esta Ultima fase es 1o que Dubinsky (1991 y 1996) y otros
investigadores |laman encapsulacion.

Tall (1996), para explicar € papel de lavisualizaciéon y la simbolizacién como herramientas
mediadoras en €l proceso de abstraccién y, més en genera, en los procesos cognitivos
movilizados por los objetos mateméticos, profundiza y desarrolla los tres tipos de sistemas de
representacion propuestos por Bruner. Segun Bruner, hay tres tipos de representaciones. 1) La
enactiva: es una manera de representar experiencias anteriores mediante una respuesta motriz
adecuada, 2) Laiconica: consiste en recrear mentalmente una situacion anterior: por gemplo, s
en un vigie hemos visitado un lugar que nos ha gustado mucho, podemos recrear sus imagenes y
3) La simbdlica: este tipo de representacion va ligada a la competencia linguistica y permite
representar |as situaciones mediante simbolos. Tall (1996) adapta la clasificacién de Bruner alas
representaciones utilizadas en e caculo infinitesmal de la manera sSiguiente: 1)
“Representaciones enactivas ”: son acciones humanas que dan la sensacién de cambio, velocidad
0 aceleracion, 2) “Representaciones numéricas y simbodlicas’: son representaciones que puede
ser manipuladas manualmente o con computadora (incluyendo la posibilidad de ser programadas
por los estudiantes), 3) “Representaciones visuales’: son las que pueden ser producidas
manualmente de manera aproximada o, mas precisamente, con ordenadores dindmicos y 4)
“Representaciones formales’: son representaciones que dependen de definiciones y pruebas.

Tall considera que las representaciones simbolicas propuestas por Bruner son al mismo tiempo
visuales y simbdlicas, por lo cual Tall (1998) amplia la clasificacion anterior con una nueva
categoria: “ Una combinacion de 2 y 3 conectando las representaciones simbolicas y gréficas’
(Tall 1998, pag. 68). Tall propone un aprendizaje versatil combinando "gestalts' visuales
globales y manipulaciones secuenciales de simbolos, y considera que los simbolos en
matematicas son usados de dos maneras diferentes, como un proceso y como un objeto
matematico. Gray y Tal (1994) consideran que los simbolos tienen un gran poder para
comprimir informacion y afirman que ellos son € instrumento utilizado para la encapsulacion
de “procesos’ matematicos en “objetos’. Gray y Tal usan € término “procepto” para



denotar simultaneamente “proceso” y “concepto”. El término procepto se entiende como una
amalgama de proceso y concepto, con un simbolo operando dualmente para uno o para € otro.
Algunos alumnos ven € simbolismo basicamente como un proceso y otros |o usan de manera
flexible como proceso o como concepto, lo cual les da una gran ventgia. Tal (1998) pone
gjemplos de tres niveles de proceptos. 1) proceptos tales como 5+4, los cuaes pueden tener un
proceso de construccion por computacion para producir un resultado. Son proceptos que evocan
tanto la operacion de sumar como el concepto de suma. 2) proceptos tales como 3a+ 2b. Son
simbolos manipulables que tienen un proceso de construccion que no puede ser gecutado hasta
que tenga lugar la substitucién de valores. Son proceptos que evocan €l proceso de evaluacion
para un vaor determinado y e concepto de expresion algébrica. 3) proceptos tales como

¥

é 1/n?, los cuales tienen un proceso asociado (tender a limite), pero no tienen un método de
n=1
construccion (como parte integral y permanente) para calcular € valor del limite, aunque pueden
también evocar € concepto de limite.

4.3 El punto de vista de Dorfler

Dorfler (1991) explica los procesos de abstraccion, generalizacion y simbolizacion que
intervienen en la formacién de los conceptos matematicos de la manera siguiente. El punto de
partida es una accién o un “sistema de acciones’ gue pueden ser materiales (p.e. dibujar un
triangulo en la pizarra), imaginadas (p.e. imaginarse mentalmente la accion de dibujar un
tridngulo en la pizarra) o ssmbdlicas (pensar mentalmente con palabras que hemos de redlizar la
accion de dibujar un tridngulo en la pizarra); estas acciones siempre son concretas, sus el ementos
son unos determinados objetos (materiales o ideales). El objetivo, € significado y € curso de
estas acciones estan dirigidos por la atencion gue pone la persona sobre determinadas relaciones
y conexiones entre los elementos de estas acciones. Esto sucede especialmente cuando
planificamos las acciones y cuando las evaluamos de manera reflexiva.

Estas relaciones prueban que hay una cierta regularidad cuando las acciones son repetidas (tantas
veces como se considere conveniente). Dichas regularidades se llaman  “invariantes de las
acciones’. Los invariantes de accion que se han observado necesitan, para ser representados, un
"sstema de simbolos' que pueden ser verbaes, iconicos, algébricos, etc. Estos simbolos
solamente sirven para representar los elementos de la accidn y en ningln caso se considera su
significado en abstracto; es decir, €l papel que juegan estos simbolos es e de describir los
elementos de la accion. Muchas veces estos simbolos pueden ser substituidos por prototipos que
se han utilizado en las acciones, de manera que la persona puede explicar los invariantes de las
acciones a partir de un gemplo prototipico, pero no puede substituirlo por un simbolo. Este
proceso que, a partir de la reflexiéon sobre e sistema de acciones y su simbolizacion, llega a
encontrar relaciones invariantes y las describe simbdlicamente recibe el nombre de “proceso de
abstraccion constructiva’. Esto quiere decir que, en este proceso, determinadas propiedades y
relaciones son sefidadas y la atencion se focaliza sobre ellas, 1o cual pone de manifiesto que
ganan un cierto grado de independencia respecto de los objetos y situaciones con los que
inicialmente estan asociados. La abstraccion constructiva produce un resultado que aparece a
partir delaaccion y que gana sentido y “existencia’ a partir de ella

En la mayoria de los casos, los elementos de la accidn, o bien la misma accion, pueden ser



sustituidos por otros elementos sin que ello afecte a los invariantes del sistema de acciones que
se ha hallado, ni tampoco a su descripcion simbdlica. Este hecho determina que los simbolos
que se utilizan para representar los invariantes de la accién tengan, de manera gradual, un
referente cada vez mas amplio. Este proceso recibe e nombre de “generalizacion extensiva’. La
sustitucion de elementos de la accién inicialmente se hace por e ementos muy similares a los de
la situacion inicial, pero posteriormente |os objetos pueden ser sustituidos por otros objetos sin
mucha similitud con los de la situacion inicial, con lo que los simbolos son utilizados como
variables (presentan la propiedad de poder ser sustituidos por objetos diferentes).

La reflexion que hacemos sobre el sistema de simbolos que describen los invariantes del sistema
de acciones hace que ellos mismos se puedan convertir en elementos sobre los cuales actuar. Es
decir, los simbolos se convierten en objetos con los que podemos efectuar acciones, de manera
gue se convierten en representantes (significantes) de los invariantes del sistema de acciones
inicial, sobre los cuales a su vez se puede actuar. Podemos hablar de una separacion o autonomia
de los simbolos respecto de su referente inicial, que permite que los simbolos se conviertan en
objetos que tienen significado a partir de la estructura que los organizay que aparece a partir de
las operaciones que sobre ellos podemos hacer. Llegados a este punto, los simbolos se convierten
en “variables con caracter de objetos’, es decir, se convierten en simbolos, que tienen un campo
de referencia potencialmente ilimitado, organizados en un sistema de signos estructurado. Dicho
proceso recibe e nombre de “generalizacion intensiva’ Este sistema estructurado de signos se
puede aplicar a otras situaciones diferentes de la inicial, con lo que su referente gana en
extensiéon y volvemos atener una “generalizacion extensiva’.

4.4 El punto de vista de Duval

Las investigaciones de Duva (1995) sobre las representaciones, segin nuestra opinion se
posicionan en el punto de vista representacionalista. Duval se formulala pregunta siguiente: ¢Las
actividades de aprehension, conceptualizacion, razonamiento o comprension son independientes
de la existencia de una pluralidad de registros semidticos de representacion? y considera que la
respuesta afirmativa implica postular primero algun tipo de existencia para los objetos
matematicos, sin confundir de este modo € objeto matematico con su representacion. En
segundo lugar, implica postular la existencia de representaciones mentales internas y de
representaciones semidticas externas, que estan subordinadas a las representaciones mentales
internas, y de las cuales son una exteriorizacion a efectos de comunicacion. En definitiva, la
respuesta afirmativa implica considerar que la semiosis esta dirigida por la noesis, entendiendo
por semiosis la aprehension o la produccion de una representacion semidticay por noesis actos
cognitivos como la aprehension conceptual de un objeto, la comprension de una inferencia, etc.
Duval no esta de acuerdo con gue la noesis dirige a la semiosis, Sino que es partidario de la
hipotesis contraria: “no hay noesis sin semiosis, es decir, es la semiosis la que determina las
condiciones de posibilidad dela noesis’ (Duval 1995, pag. 4).

Duval clasifica las representaciones en conscientesy no conscientes. Por conscientes, entiende
aquellas en las que aparece “ago”, y por no conscientes, las que se escapan completamente a la
percepcion del sujeto. A continuacion clasifica las representaciones en internas y externas,
entendiendo por externas aguellas que son visibles y observables publicamente, y por internas,
las privadas que no la son. Duval considera que las representaciones externas son por naturaleza
semidticas, ya que se producen mediante un sistema de signos y son accesibles a todos los



sujetos capaces de interpretar este sistema de signos. Las representaciones externas tienen
diferentes funciones: sirven para comunicar, para objetivar y pueden ser manipuladas. A partir
de estas dos clasificaciones, Duva distingue tres tipos de representaciones (Duval 1995, pag.

27).

INTERNA EXTERNA
CONSCIENTE mental semidtica funcion de
objetivacion funcién de expresion
funcion de objetivacion funcion de tratamiento intencional
NO-CONSCIENTE | computacional funcion de tratamiento
automatico o casi-automatico

Figurab

La distincion entre representaciones externas e internas tal como la formula Duval es aceptada
tanto por los no-representacionalistas como por |os representacionalistas. Lo que sittia a Duval en
el representacionalismo no es, l6gicamente, la clasificacion externo/interno en e sentido de
publico o privado sino la aceptaciéon del punto de vista de la psicologia genética que considera
que las representaciones mentales son la interiorizacion de representaciones externas, de la
misma manera que las imagenes mentales son una interiorizacién de los perceptos.

S bien hay investigadores posicionados en e representacionalismo que postulan una
equivalencia entre representaciones externas e internas (Castroy Castro 1997), Duval se muestra
critico con la suposicion que cada representacion externa tiene un equivalente en forma de
representacion interna, ya que considera que esta relacion es bastante méas compleja. Para Duval,
la hipétesis de una correspondencia directa entre las representaciones mentales y las semidticas
implica la subordinacion de éstas a aquéllas; es decir, supone que la noesis dirige la semiosis.
Dos de las razones que da Duval para cuestionar esta hipétesis son: 1) € gran desfase que hay
entre las representaciones mentales del sujeto y las representaciones semidticas que produce para
expresar sus representaciones mentales y 2) Las representaciones semidticas, a diferencia de las
mentales, presentan el grado de libertad necesario para todo tratamiento de la informacion,
pudiendo expresar contenidos diferentes puesto que se sitan en el plano de la expresion. No asi
las representaciones mentales que, a situarse en el plano del contenido, son de contenido Unico.
Para Duvd, la diversificacion de representaciones semidticas de un mismo objeto aumenta la
comprenson de los sujetos. Reciprocamente, las representaciones externas (enunciados,
formulas, graficas, etc.) son e medio por e cual las personas exteriorizan sus imagenes y
representaciones mentales haciéndolas accesibles a las otras personas. Las representaciones
externas juegan un doble papel: 1) actlian como un estimulo para los sentidos en los procesos de
construccion de nuevas estructuras mentales y 2) expresan lared de significados personaes de
los sujetos que los usan. Duval remarca la existencia de diversos sistemas de representacion
ligados a un mismo objeto matematico. Cada uno de estos sistemas tiene potencialidades y
limitaciones, por lo que su utilizacion conjunta es esencial para producir diferentes sentidos o
bien para escoger uno de ellos.

4.5 Los puntos de vista de Kaput y de Brown



EJperaciDnes Mentales
(Hipotético)

Proyeccidn

Lectura interpretativa
{construccian)

(Escribir, haklar, manipular,
9 ordenadores, etz)

Ewocacion pasiva

Operaciones fisicas
(Ohsersable)

Kaput (1987, 1991 y 1992) es uno de los autores cuyas investigaciones sobre los sistemas de
representacion cuestionan €l punto de vista realista representacionalista. Kaput (1991) renuncia
a lo que en egte trabgjo hemos llamado la version fuerte de la representacion y solamente
considera la versén débil “(..) Considero la <<representacion>> como la
<<representacion>> de una experiencia por otra(..)” (Kaput 1991, pag. 53). Este autor
considera que la capacidad que tienen las personas para trabgjar con objetos y procesos muy
elaborados se basa en la interaccion entre dos fuentes de organizacion de su mundo de
experiencias: 1) las estructuras mentales con las que organiza su mundo de experiencias, y 2) su
habilidad para utilizar medios materiales en la organizacion de sus experiencias. Kaput considera
el mundo de experiencias de |as personas dividido en dos esferas. 1) las experiencias materiales,
que son observables y 2) las experiencias mentales, que son hipotéticas. Las dos actlan
conjuntamente en los procesos de representacion, tal como se ve en e diagrama siguiente (Kaput
1991, pag. 57).  Figura6

Kaput considera que € nivel inferior de este esquema es lo que normamente se considera
“gdgnificante” y e nivel superior “significado”. La flecha que apunta hacia arriba en esta figura
corresponde a dos tipos de procesos: por una parte a lalectura activay, por otra, a los procesos
menos activos, menos controlados conscientemente, que comportan |a evocacion de fendmenos
mentales a través de los materiales fisicos. Con esta flecha se indica € uso de objetos materiales
como base de la cognicion. La flecha que apunta hacia abajo corresponde a la proyeccién de las
estructuras mentales en & medio material para comunicar, manipular, demostrar, etc. En la
parte inferior del diagrama tenemos los sistemas de notacion ostensivos que Kaput entiende
como un sistema de reglas para 1) identificar o crear signos, 2) para operar con ellosy 3) para
determinar relaciones entre ellos (especiamente de equivalencia). Los ostensivos no tienen por
qué ser cadenas de letras o digitos, sino que pueden incluir graficos y diagramas, o bien objetos
fisicos. Los tipos de acciones pueden variar segiin €l tipo de sistema de notacion considerado.

Las investigaciones de Brown (1996 y 1997) se basan en la fenomelogia socia de Schutz.
Brown, siguiendo a Schutz, también considera la representaciéon como una relacion entre dos
fendmenos que pueden ser materiales 0 mentales. <<En el presente contexto, me referiré a la
nocion primitiva de “signo” tal com la describe C.S. Peirce (...) la cual hace referencia a un
apargamiento individual entre dos fendmenos asociados. El signo de Saussure apareja dos
fendmenos mentales. Peirce considera la posibilidad que los fendbmenos sean mentales o fisicos.
La nocion de Schutz de ™ appresentation” desarrolla € punto de vista de Peirce para poder
examinar la manera en que las personas asocian parejas de elementos.>> (Brown 1996, pag.



133). Schutz, siguiendo a Husserl y también a Peirce, distingue entre aquello que se presenta
propiamente a la conciencia (appresenting) y aquello con lo que se relaciona (appresented), que
muchas veces solo esta presente simbdlicamente. Para referirse a las situaciones en las que actla
el par “appresenting- appresented”, Schutz utiliza |a expresion “appresentational situations’.
Brown ha aplicado e punto de vista de Schutz alas “appresentational situations’ mateméticasy
considera cuatro esguemas para explicar cdmo las personas relacionan las acciones con sus
resultados. 1) El esqguema “apperceptual”. Los objetos son vistos como objetos en s mismos sin
ningunareferencia. Por gjemplo, laexpresion x? + y* = 1 es vista como un conjunto de letras sin
ningun otro significado. 2) El esquema “apgresentational” permite ver el mundo como un
mundo de signos. Por gjemplo, la expresiéon x° + y? = 1 se considera como la representacion de
un circulo. 3) El esquema “referencia” comprende e conjunto de imégenes mentales
relacionadas con laexpresion x? + y? = 1. Este esquema permite las analogias y las metéforas y la
expresion x? + y?= 1 es vista como un circulo. 4) El esquema “interpretaciona” permite la
relacion entre el mundo de las apariencias superficiadles y € que yo imagino que existe, que
puede ser diferente del de otra persona. Por gemplo, las imagenes mentales que los expertos
relacionan con los simbolos algébricos son muy diferentes en e caso de los principiantes. En
este gemplo, € esquema interpretacional se puede considerar que comprende el conjunto de
estrategias personales para relacionar las imagenes mentales con los simbolos algébricos
observados.

Duval, seguin nuestra opinién, se mueve dentro del representacionalismo, mientras que Kaput y
Brown lo hacen en e no-representacionalismo’. Si bien creemos que los puntos de vista de
Duval, Kaput y Brown pueden ser diferentes en el nivel 1 de la tabla de la figura 3, los tres
enfoques coinciden bastante en los niveles 2,3y 4 de latabla de lafigura 3, ya que todos ellos se
centran en la esfera de las experiencias materiales (nivel 2), en la de las experiencias mentales
(niveles 3y 4) y en larelacion entre ambas esferas. Los tres consideran que las representaciones
semiticas ostensivas (sistemas de notacion en la terminologia de Kaput y sistemas de signos en
la de Brown) permiten: 1) expresar y comunicar (estructuras y operaciones mentaes), 2)
manipular  (transformaciones de representaciones) y 3) objetivar (los sistemas semidticos
independizan las producciones de |os sujetos de |0s propios sujetos).

4.6 Lateoria antropolégica

Desde la teoria antropol 6gica propuesta por Chevallard (1992) también se han realizado estudios
sobre los sistemas de representacion (Bosch 1994, Bosch y Chevallard 1999). La teoria
antropol 6gica toma como punto de partida un universo en el que todo es objeto. Las personas,
las instituciones, las cosas materiaes, los pensamientos de la persona, las nociones que se
utilizan en una ingtitucién, etc. son objetos. Los objetos y las relaciones entre ellos emergen
como resultado del trabajo humano (actividad). Las personas, instituciones, los otros objetos y
las relaciones entre ellos existen porque hay trabajo humano. Los objetos (institucion o persona)
pueden crear con su actividad nuevos objetos, que se consideran existentes en el sentido que hay
una relacion entre la persona (o la ingtitucion) y e nuevo objeto. La existencia de los objetos no
se considera de manera absoluta, sino como €l resultado de la relacién entre dos objetos.

Otra caracteristica importante de la teoria antropologica es que considera de manera unitaria el



conjunto de existentes del universo que uno quiere estudiar, descartando a priori las distinciones
y aproximaciones que nos sugiere la cultura. En particular, no se distingue los objetos
mateméticos de los no mateméticos. Los objetos de una institucion y las relaciones entre ellos
emergen de un sistema de “practicas’ realizadas por los miembros de la institucion. Las practicas
consisten en la utilizacion de una “técnica’ que moviliza determinados objetos y puede hacer
emerger otros nuevos. La palabra técnica se utiliza en la teoria antropol 6gica como una “manera
de hacer”. Dentro de una ingtitucion las “tareas’ son aquellas actividades que los sujetos de la
institucion pueden y deben de hacer. Por |o tanto, la actividad dentro de una institucion consiste
en la redizacion de tareas que pueden estar articuladas en un sistema. A cada tarea le
corresponde, como minimo, una técnica, y a sistema de tareas un sistema de técnicas. Una
técnica solamente puede vivir en una ingtitucion s hay un discurso (logos), llamado
“tecnologia’, que la justifica y la hace comprensible. La institucién dedica una parte de su
actividad a construir € marco tecnoldgico que permite controlar y justificar las técnicas
institucionales. La existencia de una técnica en una institucion esta parcialmente condicionada
por la existencia de una tecnologia que la justifique y explique y, aln més, por la posibilidad de
invocar una "teoria' que garantice la validez de la tecnologia.

Segun la teoria antropol6gica, la vida cotidiana de una institucion es e resultado de su historia.

La génesis ingtitucional de un tipo de tareas y del sistema de trabgjo (técnicas, tecnologias,

teoria) no se puede disociar de las génesis personales correspondientes a los sujetos de la
institucion: para que emerja un sistema de trabajo es necesario que, simultaneamente, emerja
para € sujeto € universo de objetos y de relaciones que la institucion pretende hacer vivir. Los
medios de la actividad matemética son un complejo de objetos determinados por las técnicas
utilizadas en la resolucion de tareas. Se dividen en dos categorias. la de los objetos ostensivos y
la de los no-ostensivos. Se  considera objeto ostensivo a todo objeto que pueda presentarse d

sujeto humano como una realidad perceptible; no-ostensivos son los objetos que habitualmente
[lamamos “conceptos’, “nociones’, “ideas’, etc. Los no-ostensivos son ostensibles (pueden ser

mostrados por ostensivos). La actividad humana (y también la matematica) requiere para su
realizacion una pluralidad de registros ostensivos. € registro de la oralidad, €l del trazo o del

grafismo, e de la gestualidad y e de la materialidad (objetos ostensivos que no pertenecen a
ninguna de las categorias anteriores). En la actividad humana, los complgos de objetos
ostensivos activados se distribuyen siempre entre diferentes registros, sin que podamos,

generamente, ver funcionar ni tan siquiera uno de ellos de manera auténoma respecto de los
otros. A los objetos no-ostensivos que viven en una ingtitucion se les asocia un conjunto méas o
menos preciso de objetos ostensivos, mediante los cuales pueden ser evocados o invocados (un
nombre, cierto nimero de grafismos, de gestos, etc.). Del mismo modo, los objetos ostensivos
también pueden tener un nombre, es decir, otro objeto ostensivo asociado que permite ciertas
manipulaciones. De la misma manera gue existen interrelaciones entre los objetos ostensivos y
los no-ostensivos, también los objetos ostensivos estan relacionados entre si. La antropologia
cognitiva postula que en toda actividad humana hay una coactivacién de objetos ostensivos y
no-ostensivos, aunque considera dificil establecer en cada caso cudles son los objetos no-

ostensivos activados porque no existe ninguna asociacion de objetos ostensivos y no-ostensivos
que esté univocamente determinada: el recurso a objetos no-ostensivos es necesario, pero €l

recurso atal o cua objeto en particular no lo es. Solamente restringiéndonos a un conjunto muy
pequefio de actividades en €l seno de una ingtitucién en un periodo determinado, se puede
encontrar en algunos casos un avance del sistema de instrumentos ostensivos sobre el sistema de
no-ostensivos (falta un concepto); y en otros casos e fendbmeno inverso, provocado por la



ausencia de ostensivos (falta una notacion que permita un mejor rendimiento).

Decir que los objetos ostensivos permiten evocar 0 invocar ciertos objetos asociados -ya sean
ostensivos 0 no-ostensivos-, es 1o mismo que decir que funcionan como Signos suyos, ya que
permiten representarlos. Para la antropologia cognitiva, 10s ostensivos actlan como instrumentos
de la actividad y, por lo tanto, tienen una valencia instrumental. Los objetos ostensivos, ademas
de valencia instrumental, la tienen también semidtica. Las posibles utilizaciones de un objeto
ostensivo en actividades diferentes hacen que su valencia semidtica esté siempre abierta,
pudiendo evocar o representar diferentes objetos, segiin €l tipo de actividad que se considere. Al
ser movilizado en una técnica concreta es cuando adquiere su semioticidad efectiva. Decir que
los objetos ostensivos tienen valencia instrumental y valencia semidtica no supone gue podamos
fijarla a voluntad, ya que tienen una instrumentalidad y valencia semidtica localmente
estabilizada (en la historia de las ingtituciones). En una ingtitucién donde las actividades que se
realizan evolucionan muy rapidamente -como, por gemplo, en una clase de matematicas- se
producen variaciones locales de la instrumentalidad y semiticiocidad de los instrumentos
ostensivos a un ritmo acelerado. La antropologia cognitiva considera que |os ostensivos no tienen
sentido (en contra de lo que habitualmente se considera) sino que producen sentido por medio de
determinados usos. Los objetos ostensivos que forman un sistema estén sometidos a ciertas
reglas formales de uso que permiten articular ciertos objetos ostensivos entre ellos, realizar
ciertas combinaciones y transformaciones posibles, etc. Estas reglas producen ciertas
restricciones sintécticas (relaciones entre ostensivos no permitidas) y relaciones entre ostensivos
gue pueden ser utilizadas en un futuro, aunque actualmente no sean Utiles. Ademas del nivel de
sintaxis, hay que tener en cuenta el nivel semantico (los objetos no ostensivos gque se asocian a
los ostensivos manipulados) y € nivel pragmético (préacticas efectivas en las que se utiliza e
sistema de ostensivos considerados).

La antropologia cognitiva considera el pensamiento, en tanto que manipulacion de simbolos
mentales, como un caso particular de manipulacion de ostensivos. Este punto de vista eliminalos
simbolos mentales a postular solamente dos categorias de objetos. los ostensivos y los
no-ostensivos. Esto solamente se puede conseguir englobando en el término “ostensivo”  tanto
los objetos intersubjetivos (dominio de lo publico) como los simbolos mentales (dominio de lo
privado). <<A menos que en lugar de “decir” y “escribir 7 nos limitemosa “pensar” las
palabras y escrituras anteriores, lo que consideraremos como otra forma de manipulacion de
objetos ostensivos>> (Bosch 1994, pag. 49). Conviene remarcar que con este punto de vista, €
término “ostensivo” pasade ser “fendmeno materia” aser “fendmeno mental”. En efecto, por
“ostensivo”  se entiende normalmente aguello que se puede mostrar, aqui y ahora, a otra persona,
aquello intersubjetivo”. Es evidente que las palabras pensadas o las imégenes mentales de una
persona no son ostensivas en este sentido. Ahora bien, ¢Qué tienen en comun las palabras
escritas en un libro o las palabras pensadas? Lo que tienen en comun es que en los dos casos se
presentan directamente (propiamente) a la conciencia, en ambos casos son “fenémenos’. Ahora
bien, mientras que los fendmenos materiales se pueden mostrar a otro directamente, los mentales
han de pasar previamente por los materiales para poder ser mostrados a otro, solamente se
pueden mostrar indirectamente (impropiamente).

4.7 La dimension pragmatica-semidética de la representacion.

El punto de vista referencial sobre la representacion se puede formular asi: "algo" representa



"algo". Desde este punto de vista un signo matematico representa un objeto matemético. Este
punto de vista relega a usuario de las matematicas y las contempla como "conocimiento sin
sujeto cognoscente” ya que lo que interesa son los productos de la actividad mateméticay no las
précticas de los matematicos. Los estudios sobre la actividad matematica de tipo naturalista
(Kitcher 1983; Kitcher y Aspray 1988) y los histérico-sociales (Wittgenstein 1978; Ernest 1998;
Restivo 1992, etc.) desarrollados en los Ultimos afios han desplazado el centro de interés desde
las teorias mateméticas como productos acabados hacia la actividad matematica entendida como
una préctica social en un doble sentido: por un lado, en cuanto es aprendida de otras personas, y
por otro, porque esta formada por reglas que se siguen habitualmente.

Los estudios naturalistas y los histérico-sociales sobre las mateméticas han puesto de manifiesto
gue la significacion no se agota en € plano semantico ya que hay que considerar a usuario. La
contemplacion del usuario conlleva la dimension pragmética de la representacion. Los origenes
de esta dimension pragmatica se pueden encontrar en la semiética de Peirce, la cual estudia la
relacion entre un interpretante y los signos en e marco de una teoria comprehensiva de éstos. El
punto de vista pragmatico se puede formular asi: "algo" representa "algo" para "aguien”. Esto
nos lleva a la dimension intencional de la representacion, ya que la produccién o la interpretacion
de un signo como representante de un objeto se realiza por medio de un interpretante. El estudio
del componente intencional requiere la introduccion del sujeto como término irreducible de
significacion. Desde esta perspectiva, € significado no es inherente a objeto sino que se
construye en e proceso de interpretacion de manera no arbitraria ya que esté vehiculado por la
intersubjetividad. EI hecho de considerar a interpretante permite postular una teoria de la
significacion de los objetos mateméticos compatible con la maxima pragmética de Peirce para
captar € significado de las ideas que utilizamos: " consideremos los efectos practicos que
creemos gue podrian producirse por el objeto de nuestra concepcion. La concepcion de todos
los efectos es la concepcion completa del objeto (CP, 5.402)". (citado en lbarra y Mormann,
1997, pag 277).

La manera pragmatica de entender e significado se encuentra en la base de la teoria de los
"objetos personales e institucionales formulada por Godino y Batanero (1994) y desarrollada en
Font (2000). Estos autores consideran tres niveles de significado: 1) Significado persona de un
objeto matematico. Es €l sistema de practicas personales que realiza una persona para resolver €l
campo de problemas del cual ha emergido el objeto personal , 2) Significado institucional de un
objeto matemético. Es € sistema de précticas asociadas al campo de problemas del cual ha
emergido € contenido ingtitucional y 3) Significado a priori de un objeto matemético para un
sujeto desde e punto de vista de la institucion escolar. Es € subsistema de précticas personales
asociadas a un campo de problemas que son consideradas en la institucion escolar como
adecuadas y caracteristicas para resolver estos problemas.

Esta manera de entender € significado se basa en la suposicién que los sistemas mateméticos de
signos ostensivos que se manipulan en e aula adquieren significado para los alumnos a  ser
usados en € aula. Desde este punto de vista, diremos que un alumno ha comprendido un
determinado contenido cuando lo usa de manera competente en diversas précticas. Se entiende
pues, la comprension y el significado, basicamente, como una capacidad que tiene e alumno y
no tanto como un proceso mental que se produce en su mente cuando usa e contenido
matemético. La capacidad se traduce en précticas que son evaluables publicamente, mientras
que el proceso mental es una experiencia privada de la persona. Dicho de otra manera: optar por



una vision pragmética del significado implica focaizar € interés en las précticas publicas y
dgar en segundo plano e interés por los procesos mentales de las personas (que como mucho
se pueden considerar précticas privadas). El punto de vista pragmaético, llevado a extremo, puede
implicar situarse en el anticognitivismo y nos puede llevar a degjar de lado todas las aportaciones
gue ha hecho la psicologia cognitiva. Conviene remarcar que éste no es €l caso de la teoria de los
objetos personales e ingtitucionales ya que en esta teoria se tiene en cuenta las aportaciones que
ha hecho la psicologia cognitiva sobre |os procesos mentales.

De entrada puede parecer que el punto de vista pragmético sobre el significado no es el adecuado
en matematicas. Asi lo cree Bunge: "Aun asi, todas las interpretaciones pragmaticas de los
simbolos matematicos son adventicias, pues € objeto de la matematica es abstraer de
utilizadoresy circunstancias a fin de lograr a la par la universalidad y la libertad respecto de su
compromiso con los hechos' (Bunge 1973, pag. 71 de la edicion usada). Bunge pone el siguiente
gemplo para ilustrar las interpretaciones pragmaticas en mateméticas. Una interpretacion
estricta de la expresiéon "z*", donde z designa un nimero complgjo, es ésta: "z*" significa la
parte real de z. (Esta regla de designacién podria ser reemplazada por una definicion). En
contraste, una interpretacion pragmatica del mismo simbolo es ésta: "Todo e que se enfrenta
con € simbolo "Z*" debe invertir el signo de la parte imaginaria de Z'. Una segunda
interpretacion pragmatica de "z*" se da bajo la forma de regla o prescripcion: "Para computar
Z* a partir de z, inviértase € signo de la parte imaginaria de Z'. Una tercera lectura pragmatica
del mismo simbolo seria una instruccién capaz de ser puesta en su computador de suerte tal que
posibilite e mangjo del simbolo. Toda interpretacion pragmatica de un simbolo l6gico o
matemdtico puede concebirse como una instruccion para e mango (v.g. computo) del simbolo
de modo efectivo.” (Bunge, pags. 71-72). Bunge, en su critica a las interpretaciones pragmaticas
de los sistemas de signos mateméticos, hace algunas observaciones muy interesantes sobre las
condiciones para que la interpretacion matemética de un signo sea véida.

Tal como hace observar Bunge, dado un simbolo matematico, se pueden esperar diversas
interpretaciones pragméticas segun e utilizador, las circunstancias y las metas. Por lo tanto,
s6lo un subconjunto de las interpretaciones pragméticas sera vaido, por 1o que se necesita un
criterio de validez. Si consideramos, tal como propone la teoria de los objetos personales e
ingtitucionales, que € significado personal de un objeto matemético es el sistema de préacticas
personales que realizaun alumno para resolver e campo de problemas del cual ha emergido e
objeto personal, € criterio de validez es muy facil de encontrar, yaque lo aporta el profesor. Es
decir, € profesorado determina cuales son las practicas vaidas y corrige las que no lo son. Este
criterio de validez se ha formulado en la teoria de los objetos personaes e institucionaes
mediante e constructo “significado a priori de un objeto matematico para un sujeto desde €l
punto de vista de la ingtitucion escolar”. Ahora bien, € profesorado (institucion) no utiliza
cualquier criterio para determinar si una préctica es vdlida o no lo es, sino que lo hace a partir de
una “teoria’. Por lo tanto, la interpretacion pragmatica del significado choca con el problema de
“la objetividad de lateoria’ que se utiliza como criterio de validez. Si no se puede explicar desde
un punto de vista pragmético “la objetividad de la teoria’, la interpretacion pragmatica del
significado resulta ser muy limitada. En la teoria de los objetos personales e institucionales se
resuelve e problema de la objetividad de la teoria por medio del constructo “significado
ingtitucional”. Ahora bien, para llegar a aceptar un constructo de este tipo, es necesario dar una
justificacion muy argumentada, ya que la filosofia, y més en concreto la filosofia de la ciencia,
ha necesitado hacer un largo recorrido parallegar a formulaciones de este tipo.



La explicaciéon desde un punto de vista pragmético de “la objetividad de la teoria’ es un tema
complejo porque la objetividad (certeza o verdad necesaria) es un objetivo que las ciencias
pretenden conseguir haciendo abstraccion de los utilizadores. La aceptacion de la explicacion
pragmética de “la objetividad de la teoria” solo es posible s previamente se ha puesto entre
paréntesis como minimo: 1) la suposicion que la ciencia nos ofrece copias cada vez megjores de
una realidad que tiene sus propias determinaciones, 2) lateoriareferencial del significado y 3) la
suposicién que la actividad congtitutiva del sujeto lleva a verdades necesarias. El
cuestionamiento de estas tres suposiciones es € resultado de un largo proceso que ha producido
un desplazamiento de los estudios sobre la ciencia desde el estudio de las teorias al andlisis de las
précticas.

Este desplazamiento ha sido posible gracias a la superacion de la division entre e "contexto de
justificacion” y "l contexto de descubrimiento” propuesta por el positivismo logico. El contexto
de justificacién tenia que ver con los criterios metodol 6gicos normativos subyacentes a la ciencia
y, consiguientemente, podia ser objeto de andlisis "a priori" en e que se involucraba
genuinamente e estudio metacientifico, mientras que los procesos de descubrimiento debian ser
objeto de los estudios de historiadores, socidlogos y psicologos de la ciencia, en tanto que
interesados en la descripcion "a posteriori" de aspectos diversos vinculados a la actividad
cientifica. Ambos centros de interés eran, por lo demés, estancos. En la superacion de esta
divison han tenido un papel destacado e libro de Kuhn "La estructura de las revoluciones
cientificas' (Kuhn 1962) y e articulo de Quine "Naturalizacion de la epistemologia' (Quine
1969). El primero, que se puede considerar una de las bases del punto de vista llamado "socio-
histérico” atrgjo la atencion de los filésofos de la ciencia sobre el desarrollo histérico de las
teorias cientificas, mientras que e segundo, que esta en la base de lo que se ha venido en llamar
"naturalismo” en la filosofia de la ciencia, postula que no es posible disponer en filosofia de
ninguna posicion ventgjosa desde la que puedan realizarse hallazgos "a priori”.

La teoria de los objetos personales e institucionaes se ha ampliado Ultimamente con una teoria
de funciones semidticas. Godino y Recio (1998) consideran que las entidades primarias en
matematicas pueden ser de tipo notacional, intensional 0 extensional y se presentan en la
interaccion del aula en forma ostensiva. Cada una de estas entidades puede jugar e papel de
expresién o de contenido en una funcion semidtica: <<(...) vamos a esbozar un modelo
tedrico que incluye los siguientes tipos de entidades basicas. “ Fenomenologias’, considerando
como tales las situaciones-problemas, aplicaciones, tareas, en general, las *“entidades
extensionales” que inducen actividades matematicas. “ Notaciones’, esto es todo tipo de
representaciones materiales ostensivas usadas en la actividad matematica (términos,
expresiones, simbolos, graficos, tablas, diagramas, etc., en general, “entidades notacionales’.
“Generalizaciones’, ideas matematicas, abstracciones (conceptos, proposiciones,
procedimientos, teorias, esto es “entidades intensionales’). En el trabajo matematico, tanto las
generalizaciones como las situaciones-problemas vienen dados por sistemas notacionales que
describen sus propiedades caracteristicas. Ambas entidades son inseparables de los ostensivos
que les dan corporeidad, pero no identificables con ellos, esto es, consideramos que la
matematica no es reducible al discurso que la expresa>> (Godino y Recio 1998, pag. 3-3).

Para Godino y Recio, los tres tipos de entidades primarias consideradas (extensionales,
intensionales y notacionales) pueden jugar € papel de expresion y contenido en las funciones



semidticas, resultando, por o tanto nueve tipos diferentes de tales funciones. A continuacion las
ilustraremos con gjemplos muy simples. Si veo la palabra tridngulo y la relaciono con € dibujo
de un tridngulo, se trata de una funcion semidtica con expresion notaciona y contenido
extensional. Si veo la palabra tridngulo y la relaciono con “figura plana cerrada por tres lados’,
estoy considerando una funcién semidtica con una expresion notacional y un contenido
intensional. S veo la palabra triangulo y larelaciono con “ ABC”, tengo una funcion semidtica
con expresion notacional y contenido notacional. Si leo “figura plana cerrada por tres lados ” y
lo relaciono con la palabra tridngulo, se trata de una funcién semidtica con una expresion
intensional y un contenido notacional. Si leo “figura plana cerrada por tres lados’ y lo relaciono
con e dibujo de un triangulo, estoy considerando una funcion semidtica con una expresion
intensional y un contenido extensional. Si leo “figura plana cerrada por tres lados con un angulo
recto” y lo relaciono con “figura que se obtiene a dividir un rectdngulo por una diagonal”, tengo
una funcion semidtica con expresion intensional y contenido intensional. Si veo un tridngulo y 1o
relaciono con “esta figura es un tridngulo”, se trata de una funcidn semidtica con una expresion
extensional y un contenido intensional. Si veo un triangulo y lo relaciono con € dibujo de otro
triangulo, tengo una funcion semidtica con una expresion extensional y un contenido extensional.
Si veo un triangulo de vértices A, By C y lo relaciono con “ABC”, se trata de una funcion
semidtica con una expresion extensional y un contenido notacional.

Los gemplos anteriores son muy simples, pero la produccién e interpretacion de signos en
matematicas es un proceso muy complgo, ya que cuando vemos, por gemplo, f(x) no
solamente interpretamos esta notacion como una funcién sino que esta notacion, entre otros
procesos, nos lleva a considerar la variable independiente que se representa por X. Esta
focalizacion en la variable independiente se puede representar de la manera siguiente:

Expresion Cun}t{enldu
o Contenido
Expresian Wariable independiente
E i Contenidao
Rresian variable
Expresion | contenida
fz) Funcidn
Figura7

Unaexpresion f(x) se relaciona cor - ———t--*=f- *% -7 -0 gr expresion/contenido es la
expresion gque se relaciona con € cc Expresion Contenido | )ar expresion/contenido es la
expresion que se relaciona CON [ Eynesior | Contenido )_endlente? , este nuevo par
expresion/contenido es la expresiol 1ido notacional x. Podemos

considerar la funcion que relaciona la expresion inicial “f(x)” con e contenido final “X”. Esta
funcién relaciona un objeto f(x) con e objeto X, es decir, relaciona un objeto con otro que no es
de la misma clase. Este esquema sigue la estructura propuesta por Hjelmslev * Semejante
superelevacion de coédigos representa lo que Hjelmslev ha definido como "semidtica
connotativa”, cuya forma és. Figura8



Es connotativa una semiética en que el plano de la expresién esta constituido por otra semiética.
En otros términos, existe codigo connotativo cuando el plano de la expresion es otro cédigo. En
el ggemplo ofrecido mas arriba, € contenido de la primera significacion (junto con las unidades
expresivas gue lo transmiten) se convierte en expresion de un contenido ulterior” (Eco 1976,
pé&g. 94 de la edicion usada). En Font (2000) se ha aplicado las funciones semiéticas a un objeto
matematico de una cierta complejidad como es la derivada.

La clasificaciéon de las entidades matematicas en extensionales, intensionales y notacionales se
puede aplicar tanto a las representaciones ostensivas (dominio de lo pablico) como alas mentales
(dominio de lo privado). Es decir, podemos considerar simbolos mentales que actdan como
soporte de entidades extensionales, notacionales o intensionales, o bien considerar ostensivos
que actlian como soporte de entidades extensionales, notacionales o intensionales. Por este
motivo las funciones semidticas son un instrumento que permite e andlisis conjunto de la
manipulacién de ostensivos materiales en un contexto socia y del pensamiento que la
acompania.

5 SINTESIS Y REFLEXIONES FINALES

1) La clasificacion de las representaciones en externas e internas se puede considerar en dos
sentidos diferentes. EI primero, que es poco problemético, consiste en considerar como
representacion externa aquello que es visible y publico, mientras que las representaciones que no
son accesibles a las otras personas se consideran internas. El segundo sentido, que tiene una
carga ontoldgica muy fuerte, consiste en considerar que |os objetos exteriores tienen una copia
especular en la mente de las personas.

2) Consideramos que toda experiencia esta cargada de teoria 'y que los conceptos que la forman
Se presentan en un contexto intersubjetivo de forma ostensiva. No podemos hablar, por gemplo,
de la derivada sin utilizar representaciones ostensivas ni podemos interpretar el ostensivo f “(a)
sin & concepto de derivada en un punto. Dicho de otra manera: todo acto de conocimiento
intersubjetivo, moviliza un conjunto de ostensivos y de no-ostensivos. Esto no implica, no
obstante, que no podamos distinguir el caso particular del caso general S nos situamos en un
juego del lenguaje en el que, cuando se dice que €l ostensivo 't (a)" es muy pequefio se entiende
gue nos interesa e aspecto individual, prescindiendo del general, mientras que cuando se habla
de la derivada en un punto utilizando € ostensivo "f(a)" prescindimos del aspecto particular y
nos centramos en el aspecto general. Desde esta perspectiva, consideramos que la manera de
entender la abstraccion, la generaizacion y la smbolizacion que propone Dubinsky o la que
propone Dorfler, informan sobre las reglas del "juego de lenguge’ que permite prescindir de lo
particular y centrarse en lo general.

3) En las préacticas publicas se manipulan dos clases de objetos: ostensivos y no-ostensivos. Estos
objetos se pueden clasificar en: intensionales, notacionales y extensionales, cada uno de los
cuales puede jugar € pape de expresion y de contenido en las funciones semidticas.

4) Consideramos que, en la situacion en la que se encuentra actualmente la didéctica de las
matematicas, puede ser mas rico para esta disciplina tratar  “la manipulacién de simbolos
mentales’ como una esfera con una cierta autonomia respecto de la “manipulacion de



ostensivos materiales’. Una esfera, por cierto, sobre la cua la psicologia cognitiva ha realizado
aportaciones importantes. Ahora bien, aceptar que en estos momentos puede ser Util tratar la
manipulacion de simbol os mentales como una esfera auténoma respecto de la “manipulacion de
ostensivos materiales’ no quiere decir situarnos en € otro extremo: considerar que €l
pensamiento, entendido como proceso de manipulacién de simbolos mentales que tienen lugar
en la mente, es la causa de la “manipulacion de ostensivos materiales’. Aceptar esta Ultima
posicion implica que la “noesis” dirige ala “semiosis’ (en la terminologia de Duval, 1995).
Lo que proponemos es. 1) Considerar que la “manipulacion de ostensivos materiales’ serealiza
en un contexto socia de interaccion y va acompafiada de “pensamientos en los que se
manipulan simbolos mentales’ (y no necesariamente es causada de manera mecanica) y 2)
Explorar la posibilidad que las funciones semidticas sean un instrumento que permita el analisis
conjunto de la “manipulacion de ostensivos materiales’ en un contexto socia y de
“pensamiento” que lo acompafia. 5) Desde un punto de vista pragmatico, €l conjunto de
précticas que puede realizar en un momento determinado €l alumno es lo que se entiende por
significado del objeto (concepto, idea, no-ostensivo, etc.) personal del adumno en este
momento. El significado entendido de esta manera se puede parcelar en diferentes clases de
précticas més especificas que son utilizadas en un determinado contexto y con un determinado
tipo de notacién produciendo un determinado sentido. Un cambio de notacion puede activar un
sentido diferente, es decir un subconjunto de practicas publicas y privadas, que puede facilitar o
dificultar la resolucion de la actividad. En la produccién de nuevo sentido también juegan un
papel importante los procesos anal 6gicos y metaforicos.

6) Generalmente los objetos matemdticos se representan mediante notaciones diferentes que
ayudan a producir diferentes sentidos. Cada una de las notaciones ayuda a producir sentido, pero
no produce todos los sentidos. Por lo tanto, comprender un objeto mateméatico requiere utilizar
diferentes notaciones y convertir (traducir) una representacion en otra.

7) Consideramos que las tres clasificaciones basicas para entender 10s procesos de representacion
son: Ostensivo versus no-ostensivo

Esta distincion se ha de tomar en sentido intersubjetivo: se puede mostrar a otro directamente
versus no se puede mostrar directamente, solamente por medio de ostensivos.

Las paabras pensadas o los recuerdos (simbolos mentales) se presentan propiamente a la
conciencia pero no son ostensivos. Esto nos lleva a la distincién: Propiamente versus
Impropiamente

Esta distincion se ha de tomar en € sentido siguiente: se presenta directamente a la conciencia
(propiamente) versus se presenta indirectamente a la conciencia (impropiamente). | os signos
mateméticos (ostensivos o pensados) se presentan propiamente. Los objetos matematicos solo se
presentan impropiamente. | 5 otra distincion bésica es: Extensivo versus Intensivo (Ejemplar /

Tipo) Egas tres clasificaciones actdan cuando, por gemplo, en un libro vemos f(x). Por un lado
es ostensivo y se presenta propiamente a la conciencia. Por otro lado, segin €l juego de
lenguaje que consideremos, se puede considerar como un gemplo de funcidn (extensivo) o bien
como la clase de funciones (intensivo) o bien como un signo (propiamente) que esta en € lugar
de "algo" (laclase de funciones, o lafuncion particular) que esta presente impropiamente.



Notas finales

1 Por “trascendente” entendemos que permanece fuera de toda experiencia posible, entendida
ésta en sentido kantiano, como aquella que queda mas alla del espacio y del tiempo. Es decir, la
“cosa en si” que ultrapasa los limites del conocimiento humano. Por “inmanente” entendemos
aquello que cae dentro de los limites de la experiencia posible.

2 El "Tractatus' y "Las Investigaciones' son las primeras obras de Wittgenstein que fueron
publicadas. Dadas las marcadas diferencias de estilo y contenido que hay entre dllas, se fue
extendiendo la idea que Wittgenstein habia desarrollado dos filosofias diferentes: la del primer
Wittgenstein y la del segundo. La publicacion postuma de las obras escritas en los afios 30
muestra, segin Kenny (1973), que esta vision es demasiado smple, ya que hay muchas
conexiones entre estas dos obras, asi como muchos supuestos comunes. A pesar de ser
conscientes de la ssimplicidad de la idea del primer y segundo Wittgenstein, la continuaremos
utilizando.

3 Utilizamos €l término "ostensivo™ en el sentido que se puede mostrar a otro directamente. Por
gemplo, la férmula de una funcién que e profesor escribe en la pizarra 'y e aumno ve
directamente.

4 De hecho, se puede considerar la existencia de dos tradiciones cognitivas diferentes. Una, la
dominante, de naturaleza mecanicista y asociacionista, representada actualmente por el
“procesamiento de la informacién”, que considera que las representaciones son homeomorficas a
larealidad. Y otra, méas constructivista, que tiene sus origenes en la psicologia europea (Piaget,
Vygostky, la Gestdt,...) que pone en cuestién la representacion como correspondencia
homeomérfica porque considera que la mente humana juega un papel muy activo en la
construccion de estas representaciones y, en algunos casos, llega a cuestionar la version fuerte
de la representacion (Varela 1990).

5 Utilizamos € término corporeidad porque, a no poderse mostrar a otros, no son ostensivos.
Ahora bien, con e término corporeidad queremos indicar que estos simbolos mentales son
contenidos propios de la conciencia que son casi-ostensivos (palabras pensadas, evocacion de
experiencias vividas, imagenes mentales, etc.).

6"(...) Seguln esta idea, el hombrey el computador son sistemas de procesamiento de propositos
generales, funcionalmente equivalentes, que intercambian informacién con su entorno mediante
la manipulacion de simbolos. Segun esta concepcion, tanto el ser humano como el computador
son verdaderos "informivoros'(...), son sistemas cognitivos cuyo alimento es la informacién; y
aqui la informacion tiene un significado matematico muy preciso de reduccién de la
incertidumbre" (Pozo 1993, pag. 43).

7 Lainterpretacion de Duval como realista representacionaistay la de Kaput y Brown como no
representacionalistas es persona y puede ser controvertida.
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